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MATHEMATICAの経済学への応用 (3)
鵜 沢 秀1)
0.は じめ に
いくつかの投入物 (生産要素)を組み合わせて,生産物を効率的に生産する
プロセス (技術)を表現する一つの方法として生産関数によるアプローチがあ
る｡生産関数は理論分析や実証分析を問わず,生産活動や経済活動を解明する
ときに用いられる,重要な手段となっている｡
技術を表現するには,任意の大きさの生産物を生産するのに最小の費用で生
産する方法を示す,費用関数による表現もある｡
生産関数と費用関数との双対性に関する議論を含む,理論的な研究の成果は
数多くなされており,Shephard[1953,1970],Diewert[1982],およびNadiri
[1982]などにまとめられている｡
また,計量経済分析を中心にした実証研究では,後に,コブ-ダグラス生産
関数と呼ばれる関数を示した,CobbandDouglas[1928]やCES生産関数を
提言した,Arrow,Chenery,Minhas,andSolow [1961]などの研究成果が
利用されてきている｡これらの成果を集計理論に応用した,Sato[1975]の仕
事は有名である｡さらに,Christensen,JorgensonandLau[1971,1973]な
どによる,transcendentallogarithmicZ)生産関数や費用関数を利用した実証研
究は非常に多くなっている｡
1)小樽商科大学商学部経済学科
2)略して,trams-log(トランスログ)とも言う｡
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他方,数式処理ソフトのMATHEMATICAを利用して3),コブ-ダグラス
生産関数の特徴を図形的に明らかにする仕事はHuangandCrooke[1997],
Stinespring[2002],および小林 [1996]などによって実行されている｡この
種の研究は経済学教育の補助に主眼をおいたアプローチである｡
代替の弾力性が一定 (ConstantElasticityofSubstitution,略してCESとい
う)の生産関数はパラメータの特別な値に対して,コブ-ダクラス生産関数,
レオンティエフ型生産関数,および完全代替型の生産関数を含んでいる｡しか
も非常に操作しやすい生産関数であることが数学的な検討でこれまで知られて
いる｡MATHEMATICAの数式処理と描画能力を用いたアニメーション画像
の表示により,CES生産関数の持つ特徴をこの小論で明らかにする｡この分
野では初めての試みである｡
次に,コブ-ダグラス生産関数を利用し,独占企業の利潤最大化行動を分析
する｡最初に,目的関数が収入の最大化と利潤の最大化では,(目的関数の値
を最大化するという意味で)最適な労働投入量と資本投入量の組み合わせが異
なることを確認する｡また,AverchandJohnson[1962]によって理論的に
検討された,公正報酬率規制がない場合と公正報酬率規制がある場合の均衡値
の違いをMATHEMATICAの数式処理とアニメーション作画能力を用いて,
比較検討する｡
この小論の構成は以下のようになっている｡第1節では,MATHEMATI-
CAを利用し,コブ-ダクラス生産関数を含む,CES生産関数の2つのパラメー
タを操作することにより,その図形的特徴を明らかにする｡第2節では,コブ
-ダグラス生産関数の持つ,図形的特徴を簡単に紹介する｡第3節と第4節で
は,右下がりの需要曲線に直面する,独占企業の利潤最大化問題を考察する｡
第3節では,3次元空間における収入曲面と (費用平面に平行な)補助平面を
利用して,最大利潤を探す｡第4節では,3次元空間における利潤曲面と (刺
3)MATHEMATICAを利用した経済学への応用例として,Varian[1993,1996],
浅利･久保･石橋･山下 [1997],鵜沢 [1996,1998,2000a,2000b,2002,2005,
2006,2007]などがある｡
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潤水準を示す)補助平面を利用して,最大利潤を探す｡第5節では,コブ-ダ
クラス生産関数と費用関数を利用し,アバーチ-ジョンソン･モデル (公正報
酬率規制のない場合と公正報酬率規制を課された場合とでは均衡での労働投入
量と資本投入量の組 (L,K)はどのような影響を受けるか)をMATHEMA-
TICAの数式処理と描画能力を用いて解明する｡最後に結語が述べられる｡
1.CES生産関数
1.1 代替の弾力性が一定の生産関数
2つの生産要素 (たとえば,労働と資本)を用いて,一つの生産物を効率的
に生産する技術を持つ企業を考える｡代替の弾力性とは生産要素価格の比 (質
金率/レンタル料)が1パーセント変化したときに,同じ生産量を生産するた
めに必要な生産要素の大きさの比 (労働投入量/資本投入量)が何パーセント
変化するかを示す概念である｡
いま,代替の弾力性が一定 (ConstantElasticityofSubstitution)のCES生
産関数4)を考えよう｡CES生産関数はY-AicrL-P+(1-α)KIPr e/pであら
わされる｡ここで,Yは生産量,Lは労働投入量,Kは資本投入量をあらわし,
Aは効率性に関するパラメータ,αは分配に関するパラメータ,βは代替の弾
力性に関するパラメータ5),およびEは規模に関する収穫 (returnstoscale)
のパラメータ6)を示している｡
MATHEMATICAでは,規模に関して収穫一定のCES生産関数は次のよ
うに表記することができる7)｡
4)代替の弾力性およびCES生産関数の特徴については,早見･鵜沢･若林 ･今･
佐竹 [1986,pp.54-59],西村 [1990,pp.193-200]などを参照せよ｡
5)後に示すように,代替の弾力性o･は (1+p)の逆数に等しい0
6)以下の議論では簡単化のため,規模に関する収穫一定の生産関数,すなわ
ち,£-1の場合に限定して検討する｡
7)In[n]:-はMATHEMATICAが自動的につける入力記号である｡同様に,Out
[n]-は出力記号である｡以下の例が示すように,nには番号を示す数字が入っ
ている｡
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fn(1】- cesTl工｣.Ⅸ｣ :=A (aZ･^ (-p) ･ (1-a)K^(-pH <(ll/p)
ここで,cesyはCES生産関数の場合の生産量,Lは労働投入量,Kは資本投
入量をあらわし,Aは効率性に関するパラメータ,αは分配に関するパラメー
タ,およびpは代替の弾力性に関するパラメータをあらわす｡
最初に,生産関数を労働について偏微分することにより,労働の限界生産物,
mpIJ,を求めよう｡
Inl:}]- mpZ.=Dlce≦;TlZ.′K),I.)
.Ldl2.= AL-i-pa (氏-P (1Ia).LIPa)-1一言
同様に,生産関数を資本について偏微分することにより,資本の限界生産物,
mpK,を求める｡
In【31= TrVX =DEcesTlZ.,K),K1
. Lhl,,= AK-i-p(lla) (K-P(lla).L-Pa)-1一吉
労働の限界生産物が資本の増加によりどのように変化するかを示す,交差偏
微分,mpLK,を求めておこう｡
In[4】-TnPZ･K =DtTl甲Z･,Ⅹ】
o LA l4･= -AK-i-p L - i-p(i -巾 (a-P(i -か L-Pa,-冒 (-1 一三)p
次に,生産関数を労働について2回偏微分する｡結果を簡単化するために,
MATHEMATICAではSimplifyを用いる｡
MATHEMATICAの経済学への応用 (3)
lnl51-Tl甲Z･工･=SiTl1Plify(DlTnPL,1日
0し止【51=
AIくPI,-2'p(-i+C')α(-K~P (-i+C')+I.lPcX)-llp(i+p)
(ZJP (-i+C')-KPc')2
同様に,生産関数を資本について2回偏微分する｡
Inl6】-TnPXX ≡SiTnPlifylDlTIVK,KlI
0し止【6】=
AK~2'pI.P (-i+C')C'(-K~P (-1+C')+L~Pc')-1/p(i+p)
(I.p(-i+ct)-KPc')2
さて,代替の弾力性 Oを次に求める｡その定義より8),
htT】云q=mph-甲KtnpLI H -甲K冗)/(LX(2】,甲LXT･VL,-甲 Ⅹ -7.VZJ･】-pKへ2-7.甲Z(K7.VZ･^2))
仇d･7･- 〔Å2K-2IPLIZ-A (i - a,- (1-- i-Aa,~Z~言
(AKIP(i-a,(氏-P (i-か L-Pa,-i-L AL-Pa (KIP (i-- L-Pa,-1~吉日/
卜2A3K-2-2pL-2-Zp(1-α)Za2(K-A (i-a,･LIPα)-弓 (-i-三 )p-
(LP(-i+C')-KPc')2(A3
K~2~pL~2'p(i-C')2(-i.C()α
･KIP (i-- ムー- ~2-i (-氏-P(-1･小 L-Pa,-1′p(l･p,ド
_2_ヱ
A3K~2'pI.~21P (-i+C')C'3(K-P〔1-cE)+I.IPA) p (-K~P(-i+C')+I.~PcE)-i/p(i+p)
5
(LP(~1'a)~KPa)Z J
上の結果を簡単化すると代替の弾力性は (1+〟)の逆数に等しいことがわ
かる｡
8)西村 [1990,p.196]の式 (6.65)を用いる｡いま,生産関数をy-f(Ⅹ1,Ⅹ2)と
する｡ここで,yは生産量,Ⅹ1,x2はそれぞれ別の生産要素とする｡fi-af(Ⅹ1,x2)
/∂Ⅹ.(i-1.2), fl,-∂2f(Ⅹ1,Ⅹ2)/∂Ⅹ.∂X,･(i,j-1,2)とおくと,この生産関数の場
合の代替の弾力性o･はo･-flfZ(flXl+fZⅩ2)/tⅩ1Ⅹ2(2f12flf2-fllf221f22f12)tで与え
られる｡
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In【8】= Simplifylq)
1
1+p
次のように,代替の弾力性を求める計算式の分子と分母を別々に計算してか
らUを求めることもできる｡
Lnlg】= htmShi =SiTnPlifylTl甲Z.lI甲K(TrPt.LHlpⅩⅩ日
Outlgl=
A3Ⅰく~1'pI.-l'p(-i+C')C'(-K-A(-i+cE)+I.-A a)~3/p
(I.P(-i+C')-KPc')a
Fnl10】-hunho = SilpIifyrZ.K(2JTPZ.X7rPZ.mpK-1lpZJ.TIVK^2-JTpKXl甲L^2日
Out【10】=
A3K-i+pI.ll'p(-i+α)α(-K~P(-i+C')+I.-Pα)~3/p (i+p)
(I.P(-i+a)-KPa)2
Intll]= q =htmsh土/hunbo
⊥
O叫11l=
i+p
1.2 多様な生産関数をCES生産関数は表現できる9)
CES生産関数はパラメータpの値により,いろいろなタイプの生産関数を
表現できることが知られている10)｡
(i)p-0のときはコブ-ダクラス型生産関数となる｡
このことをMATHEMATICAでは関数Limitを用いて確かめることがで
きる｡
9)代替の弾力性が一定という制約があることに注意せよ｡より一般的な生産関数の
例としては,第1節に述べたようなtranscendentallogarithmic生産関数などが
あり,それらは代替の弾力性が可変である｡Christensen,Jorgenson,andLau
[1971,1973]やNadiri[1982]などを参照せよ｡
10)例えば,西村 [1990,pp.197-200]を参照せよ｡
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Enl12]-1iTnitlcesTlZ.,Kl.pう0】
outl121- A Kl-ctI.Cr
上の式は確かに,コブ-ダクラス生産関数11)を示している｡
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(i)p-11のときは完全代替の生産関数となる｡
このことをMATHEMATICAで確かめよう｡
Inl13]-LimitlcegTlZ.,K),pう -1l
OE^[13】-A (氏-Kc(+IJC()
上の式は確かに,完全代替の生産関数を示している12)｡
(ii)p--のときは完全非代替の生産関数,いわゆる,レオンティエフ型生産
関数となる13)｡
しかしながら,Stinespring[2002,p.122]も述べているように,MATHE-
MATICAはp--のときレオンティエフ型生産関数を見つけることができな
い｡MATHEMATICAでは次のように表示されるだけである｡
Irl14】-1initlcesTtL,Ⅹ),p⇒工nfinityJ
o.^[14】-I.imitlA (KID(i-C')+I.-Pc')-i/A,p⇒0】
十分大きなp(例えば,21000)のときの生産関数のグラフ (これを生産曲
ll)すなわち,生産量をYとすると,Y-ALαK1-αとなっている｡
12)すなわち,生産量をYとすると,Y-AlαL+(11α)Kiとなっている0
13)生産量をYとし,式で示すと,Y-AMin[L.K]となる｡ある生産量をもたらす,
効率的な投入量の組み合わせ (L,K)の集合をL-K平面にあらわしたものを等
量曲線とすると,この場合の等量曲線は45度線上で直角に折れ曲がった,L字形
となる｡例えば,西村 [1990,pp.198-199]を参照せよ｡より一般的なレオンティ
エフ型生産関数はY-AMin[aL,bK]であらわされる｡ここで,aとbは非負の
パラメータである｡
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面と呼ぶことにする)を見てみると,これはレオンティエフ型の生産関数のグ
ラフにほぼ等しいことがわかる｡しかも,図1から図6を検討すると,βが無
限大になると,αの値に依存しないことが予想できる｡すなわち,生産量をY
とし,式で示すと,Y-AMin[L,K]となることが見て取れる｡
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図1 生産曲面
α=0.1,p=21000
蘭
図4 図1の等量曲線図
α-0.1,p-21000
図2 生産曲面
α=0,5,p=21000
蘭
図5 図2の等量曲線図
α-0.5.p-21000
20ー
Eg3 生産曲面
α=0,8,p=21000
個
図6 図3の等量曲線図
α-0.8.p-21000
図1から図3までの色のグラデーションは生産量水準の範囲に依存した,色
分けがなされている｡色分けは10クラスに分割されている｡
また,等量曲線図を示す図4から図6は,図1から図3をそれぞれ,ほぼ真
上から見た図として作成されたものである｡ある等量曲線は,与えられた生産
量を生産するのに必要な,効率的な労働投入量と資本投入量の組 (L,K)の集
合を示している｡特に,色分けの境界で示されている等量曲線がほぼ45度線上
で直角に折れ曲がった,L字形をしていることが読み取れる｡
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1.3 CES生産関数のグラフ
パラメータαとpの値に対し,CES生産関数のグラフを次に措こう14)0p
の値が-1のとき,完全代替の生産関数のグラフが措かれている｡pの値がゼ
ロに近いときは,コブ-ダグラス生産関数のグラフに近似していることが読み
取れる｡また,既に指摘 したように,pの値が100を超えて大きくなると,レ
オンティエフ型生産関数のグラフに近似することも確認できる｡
図7 α-0.1,p--1 図8 α-0.5,p--1 図9 α-0,8,p--1
図10 α-0,1,p--0,4 図11 α-0.5,p--0.4 図12 α-0.8,p-10A
14)紙幅の制約のため,α-0,1,0,5,0,8およびp--1,-0.4,-0.2,一0.01,1.1,
12,102の場合を掲載した｡また,白黒印刷のためのカラー配色をしている｡自
然なグラデーションを施した画像を白黒印刷すると,印刷結果がぼやけてしまう
ためである｡1.4 白黒印GlJでカラーグラデーションを表現する場合の困難性
を見よ｡
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図13 α-0,1,p--0,2 図14 α-0.5,p-一0.2 図15 α-0.8,p--0.2
図16 α-0.1,p--0.01 図17 α-0.5,p--0,01 図18 α-0.8,p--0.01
図19 α-0.1,p-1.1 図20 α-0.5,p-1,1 図21 α-0,8,p-1.1
図22 α-0.1,p-2 図23 α-0,5,p-2 図24 α-0.8,p-2
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図25 α-0.1,p-12 図26 α-0.5,p-12 図27 α-0.8,p-12
図28 α-0.1,p-102 図29 α-0.5,p-102 図30 α-0.8,p-102
図7から図30までに描かれた,生産曲面の一覧図を縦に見ると,同じαの
値に対してpが異なる場合の特徴を読み取ることができる｡また,生産曲面
の一覧表を横に見ると,同じpの値に対して,αの値が異なる場合の特徴を
読み取ることが可能となる15)0
1.4 白黒印刷でカラー ･グラデーションを表現する場合の困難性
同じαとpの値に対する生産曲面をカラー ･グラデーションの異なる,4
つの画像を見てみよう｡まったく同じ内容を表示していても,見る人により印
象が大きく変わるであろう｡
15)私のWebサイトにこの様子をカラー･グラデーションのアニメーションで表示
する予定である｡URL:http://www.otaru-uc.ac.jp/～uzawa/fj-papers.htmlより
たどれるように準備中である｡
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腰 ･:･轟
20
図3l α-OA,p-0,2
20
図33 α-0.4.p-0.2
20
図32 α-0.4,〟-0.2
j 壷 ､ 表 :
20
図34 α-0.4,p-0.2
2.コブ-ダグラス生産関数
2.1 生産曲面の形状はαに依存する
以下の分析では,一次同次のコブ-ダグラス生産関数を考える｡一次同次の
コブ-ダグラス生産関数をMATHEMATICAで表現すると16),
16)以下では簡単化のために,MATHEMATICAが自動的につける入力記号,In[n]
:-と出力記号,Out[n]-を省略した｡
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YlL ,R 】:=A L^ a I(^ (1-α)
となる｡ここで,Yは生産量,Lは労働投入量,Kは資本投入量を示す｡また,
Aは生産の効率を示すパラメータ,αは労働分配率,および1-αは資本分配
率をそれぞれ示すパラメータである｡αは0以上 1以下の数である｡
αの大きさにより生産曲面 (生産関数を3次元のグラフに表示したもの)は多
様な形状を示すことを確認できる｡以下の図35より図37を参照されたい17)｡また,
参考のために,同じ生産量をもたらす労働投入量と資本投入量の組 (L,K)の集
合を描いた等量曲線図 (図38より図40)をそれぞれの利潤曲面の下に掲載した｡
図35 生産曲面 図36 生産曲面 図37 生産曲面
α-0.05 α-05 α-0.75
J lq l} ZD llO:l1 10 1 10 11 Zq ZI IEI )■ tO ▲IOliJD1))〇一Jt○
図38 図35の等量曲線図 図39 図36の等量曲線図 図40 図37の等量曲線図
α-0.05 α-0.5 α-0.75
17)作成した画像は21枚からなるアニメーションである｡ここではその一部を掲載し
た｡
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2.2 収入を最大にする労働投入量と資本投入量の組 (L,K)を求める
消費者の行動を示す,需要曲線 (逆需要関数)をMATHEMATICAで,
p=a-b YlL,R]
a-AbK1-aLα
とあらわす｡ここで,pは価格を示し,aおよびbは正数のパラメータである｡
収入revenueは価格 px販売量YlL,K]に等しいので,
revenue=p YlL,K]
AK1-αLα (a-AbK1-C'LC()
となる｡
収入revenueを生産量Yで表現すると,
revenue =(a-b Y) Y
となる｡収入を最大にする生産量18)を求めるには,収入reve｡ueを生産量Y
について微分し,微係数をゼロとする値として求めることができる｡
sol=SolvelDlrevenue,Y]=:0,Y]
(tYjaH
revMaxY=Y/.sol
一･:'∴
となる｡すなわち,Y-a/(2b)で収入は最大となる｡したがって,収入を最
大にする労働投入量と資本投入量の組 (LK)は等生産量曲線
18)収入関数は生産量について2次関数であるので,最大化のための十分条件を満た
している｡
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YlI-,K]=revMaxY
AKl~αLa=(蕊 )
上にある｡このことを,画像で確かめてみよう｡
いま,A-1,α-0.6,a-50,b-1の値を前提に,収入曲面を描く19)0
0101)○
図41 収入曲面 図42 収入曲面 図43 収入曲面
図44 収入曲面
1 2 ) I
図45 等収入曲線
図44および図45は収入曲面の一部とそれを等収入曲線の図にしたものであ
る｡等収入曲線とは,同じ収入をもたらす,労働投入量と資本投入量の組(L,K)
19)作成した画像は24枚からなるアニメーションである｡ここではその一部を掲載し
た｡
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の集合を示す｡黒色と灰色との境界は収入水準500に対応し,灰色と白色との
境界は収入水準600に対応する｡真ん中の点線模様の線が最大の収入水準625に
対応している (図54も参照せよ)0
収入を最大化する投入量の組と利潤最大をもたらす投入量の組とが異なるこ
とを確認するために,最初に,グラフを用いて収入最大点を見つけよう｡その
ために,収入曲面をL-K平面に平行な補助平面 (収入の大きさをあらわし,
画像では黒色で表示されている)で切断した画像を描いてみる｡この補助平面
の上に収入曲面の一部分が見えている限り,収入は最大化されていないことに
注意しよう｡
図46 収入水準-0
図48 収入水準-400
図47 収入水準-200
図49 収入水準-600
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･.T 軸 .,? ‥- .∴:･.( ,?
図50収入水準-622
図52収入水準-624
図51収入水準-623
図53収入水準-625
図46から図52において,切断する補助平面の上に収入曲面の一部分が見えて
いるので,収入水準が624を達成するまでは労働投入量と資本投入量の租(L,K)
の集合が読み取れ,収入は最大化されていない｡
収入水準625(生産量が25-50/2で,価格が25-50-25である)のときは,
労働投入量と資本投入量の組 (L,K)の集合のグラフは切断する補助平面と重
なってしまったために,見えなくなっていることに注意しよう (図53)｡この
とき,収入は最大になっている｡図54には,収入を最大にする生産量 (Y-25)
をもたらす労働投入量と資本投入量の組 (L,K)の集合を示している｡
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図54 収入最大をもたらす労働投入量と資本投入量の組 (L,K)の集合
2.3 利潤最大をもたらす労働投入量と資本投入量の組 (し,K)を求める
コブ-ダグラス生産関数を持つ独占企業が市場需要曲線に直面するとき,刺
潤最大をもたらす労働投入量と資本投入量の組 (LK)をMATHEMATICA
の数式処理を利用して求めよう｡
次のような費用関数を想定する｡すなわち,労働の賃金率Wを,資本のレ
ンタル料をrとし,費用関数をcostとして,
cost=wL+rX
Kr+L w
とする｡
利潤をpaiであらわすと,利潤-収入一費用であるので,
pai=(a-bY) YIcost
-K r-L w+Y (a-b Y)
収入関数Rは,
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R=p YlL,K]
AKl~C'LCt(a-AbK1-αLCX)
とあらわすこともできる｡
利潤極大化のための必要条件は,
① 労働の限界生産物収入が賃金率Wに等しい
② 資本の限界生産物収入がレンタル料 rに等しい
ことである20)｡したがって,｢2つの生産要素に関する限界生産物収入の比が
要素価格比に等しい｣ことを利用し,資本投入量と労働投入量の関係を導く｡
労働に関する限界生産物収入の大きさ,mr1,はRをLに関して偏微分す
ると得られるので,
DlR,L]
-A2bK212αL-1'2ctα.AK1-αLl1+α(a-AbKl~aLα)ct
nrL=SimplifylDlR,L]]
AK1-2αL~1十α(aKCX-2AbKLα)C(
同様に,資本に関する限界生産物収入の大きさ,mrK,はRをKに関して
偏微分すると得られる｡
DlR,R】
-A2bKl-2aL2α(1-ct)+AK-αL｡(a-AbKl-aLCt)(llC()
mrK=SimplifylD【R,K]]
AK~2cELCr(-aKCX+2AbKLα)(-1+α)
上の2つの式を利潤極大のための必要条件に代入すると,資本投入量 Kと
労働投入量Lの間には以下の関係が成立する｡
20)西村 [1990,p.216]を参照せよ｡完全競争の場合は限界収入が価格に等しいの
で,ある生産要素の限界生産物収入は,その生産要素の価値限界生産物に等しく
なる｡
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501K=FlattenlSimplify【SolvelmrL/mrx==Ⅴ/I,R日 】
tK→-Lw(-i+ct)r(I
資本一労働比率 (K/L)をKoverlであらわすと,
KoverL=K/L/.SOIK
W(-1+α)
rα
となる｡
資本の限界生産物収入, mrK,は (1-α)A(a-2bY)LaK~aであるが,
Y-K(LαK~α),LaK~a-(L/K)α-(K/L)~α-1/(K/L)αとなることを考慮すると,
mrK=(a-2 b A R (1/KoverL)^ a) A (1-cl) (1/RoverI.)^ a
rα
A (1-α) )α (a-2AbK 仁
rα
したがって,mrK-rとなる条件より,利潤最大をもたらす資本投入量,KKopt,
を求めることができる｡
solXR=FlattenlSolve【(a-2bA K (1/RoverL)^cl)A (1-a)
(1/KoverL)^a :I,K]]
(K→
(一誌 )-2α(r-aA(一読 ｢)α+aAα (-芯 )α)
2A2bト1+α)
soIKX=FlattenlSolvelmrK:=r,K]]
tK→
(一后荒訂)~2α(r-aA(一読 ｢)α.aAα (一品 )α)
2A2bト1+α)
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KRopt=Simplify【K/.solⅩⅩ】
(また )-2α(r･aA(-1･a)(また )α)
2A2b(-1+α)
利潤最大をもたらす労働投入量,LLopt,はL-K/(K/L)より求めることが
できる｡
LLopt=SimplifylKKopt/KoverL]
rα (蕊 )-2α(r･aA (-1･α)(また )a)
2A2bw (-1+α)2
LLopt2=Simplify【PowerExpandlKXopt/KoverL]]
rl~2cxcxl~2α(W-Wα)cx(aAra(-1.ct)αα+r (W-wet)a)
2A2bw (-1+α)2
利潤最大をもたらす生産量,YYopt,は生産関数 Yl.,K] より
YYopt=SimplifylYlLIJOPt,RXopt]]
(言語)~2a(r･aA (-1･α)(また )a)
A2b (-1+α)
rα(蕊 )~2a(r･aA(-lea)(また)a
A2bw 卜 1+α)2
YYopt2=SimplifylPowerExpand【YlLLopt,XRopt]]]
(-1)CEr-aw~Ct(-1+C()~1~cxa~cr(W-wcx)cz(aArC'(-1.cx)αct.r(W-Wα)a)
2Ab
さらに,利潤最大をもたらす価格,pr土ceopt,は逆需要関数に生産量の値
を代入することで求められる｡
priceopt=a-bYYopt
a-‡ Ab〔
(蕊 )~2α(r十aA(11･α)(ま た )aH 1-a
A2b(-1+α)
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(-ra'盈 '-2三2'brw+:_Al':a1-,iaj｣葦)?'-)a
priceopt2=SinplifylPowerExpandlpriceopt]]
冒 2a-
(-1)C'r-C(W-aレl+cr)111C'α~Cl(W-W(1)a(aArC((ll+ct)CXC(+r(W-Wα)CE)
また,最大利潤,pa⊥opt,は労働投入量,資本投入量,および生産量の値
を利潤の定義式に代入することで求められる｡
paiopt=Simplify日a-b YYopt)YYopt -(w LLopt+IKRopt)]
2A2b (-1+α)2
∫+A (-1+α)
(蕊 )~2α(r･aA (-1川 ,(霊 宝 )α)
(諾慧)~2a(r･aA (-1･a)(蕊 )a)
A2b (-1+α)
rα (蕊 )~2a(r･aA (-1･α)(また門
A2bw (-1+α)2
(話語)~2a(r･aA (-lea)(言語 門
A2b 卜 1+α)
rα (蕊 )ー2a(r･aA (-1･α)(諾慧 )a)
A2bw卜 1+α)2
paiopt2=SimplifylPowerExpand【(a-らYYopt)YYopt-(wLI･opt+r
KXopt)日
1
4A2b
(r~2crw~2cE(-1+α)~2(lea)α~2C'(W-wa)cx(aAra(ll+a)αCE+r(W-wcl)a)
((-i)αaArCX(-1←C()ctC'卜 2㌦ (-1+α)C'+卜 1)C'(W-wcr)Cr)+
r (-2W2ct(-1.cE)2ct.(-1)2cl(W-Wα)2α)))
利潤を最大にする労働投入量LLfun,資本投入量KKfun,生産量YYfun,
価格 pr土cefun,および利潤pa土funをパラメータA,α,a,b,W,および
rであらわそう｡このようにしておくと,任意のパラメータの組に対応した,
利潤最大をもたらす労働投入量,資本投入量,生産量,価格,およびそのとき
MATHEMATICAの経済学への応用 (3)
の利潤水準を求めるときに便利である｡
LI･flユnlA_,crJ a_′b_,wJ r_]:=-
RRfun【A_,a_′a_′bJ WJZ:｣ :=
23
ra(また)~2a(r･aA(-1･a)(霊宝 )a)
2A2bw(-1+a)2
(また)~2a(r･aA(-1･a)(また )a)
2A2b (-1+α)
YYfun【A_,a_,a_,ら_′W_,r｣ :=
(蕊 )12a(r･aA (-1･a)(蕊 )a)
A2b (-1+∝)
rα(また)~2∝(r･aA (-1･a)(また)a)
A2bw 卜1+α)2
pricefunlA_,a_,a_,b_,W_,r｣ :=
(蕊 )12a(r･aA (-1･a)(蕊 )a)
A2b ト 1+α)
ra(三記 )-2a(r･aA (-1･a)(蕊 ) a)
A2bw 卜1+α)2
paifunlA_,a_,a_,b_,W_,r｣ :=
1
2A2b ト1+α)2
訂誓 言) ~2α(H aA (-1･a) (A )a)
I+A (-1+cE)(蕊 )~2a(r･aA (-1･a)(蕊 )a)
A2b 卜1+α)
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ra(蕊 )~2a(r･aA(ll･a)(蕊 )a
A2bv 卜 1+α)2
(ま た )-2a(r･aA(-1･α)(蕊)a
A2b 卜 1+α)
ra(蕊 )12a(r･aA(-1･a)(蕊 )a)
A2bv(-1+α)2
A-1,α-0.6,a-50,b-1,W-200,r-0.1のとき,独占企業の利潤を
最大にする労働投入量,資本投入量,生産量,価格,および利潤は次のように
MATHEMATICAに人力すると得られる21)｡
A=1,.a-0.6,.(*production function Y=AL^ aR<(1-a)*)
a=50,.b=1,.(*denand curvep=a -bY *)
V=200;r=0.1,･(*costCC=wL+rK *),･
LIJOPtNun = IJLfunll,0.6,50,1,200,0.1]
0.878827
ZCKoptNun = KKfun【1.0.6′50,1,200,0.1】
1171.77
YYoptNtm = YYfunl1′0.6′50′1,200,0.1】
15.6271
priceoptNun =pricefunl1,0.6,50,1,200,0.1]
34.3729
paioptNtm =paifunl1′0.6,50,1,200,0.ll
244.207
まとめて示すと,
21)MATHEMATICAでは,(* *)の部分はコメント行なので,結果を求めるため
には人力の必要はない｡
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1I.LoptNum,RRoptNum.YYoptNun,priceoptNum ′paioptNumI
Ho.878827)′(1171.771,(15.6271)′(34.3729)′(244･207日
となる｡
以上の結果より,収入を最大にする場合と利潤を最大にする場合をここでま
とめておく｡表 1より明らかなように,コブ-ダグラス生産関数の場合は,収
入を最大にする生産量は一意に決まるが,その生産量を生産する方法 (労働投
入量と資本投入量の組 (L,K))は無限にある｡したがって,資本一労働比率
は一意に決まらない｡他方,利潤を最大にする生産量は,資本-労働比率,労
働投入量,資本投入量とともに一意に決まる｡
生産量は収入を最大にする場合のほうが利潤を最大にする場合よりも多い｡
したがって,価格は収入を最大にする場合のほうが利潤を最大にする場合より
安くなる｡
表1 収入最大化と利潤最大化の比較
収 入 最 大 化 利 潤 最 大 化
資本-労働比率 一意に決まらない 1333.333
労 働 投 入 量 一意に決まらない 0.879
資 本 投 入 量 一意に決まらない 1171.769
生 産 量 25 15.627
価 格 25 34.373
収 入 の最 大 値 625
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3.収入曲面と (費用平面に平行な)補助平面を利用して,最大利潤を探す
この節では,利潤は収入から費用を減じたものであることを考慮し,最大利
潤をもたらす労働投入量と資本投入量の組 (L,K)を求める｡
MATHEMATICAで収入曲面を描かせ,費用平面に平行な補助平面22)で収
入曲面を切断する｡さらに,補助平面の水準を次々に変化させたアニメーショ
ンを用いて,最大利潤をもたらす労働投入量と資本投入量の組 (L,K)を求め
る｡
図55から図63までからわかるように,補助平面の水準を上昇させると,その
切断面より上に見える収入曲面の一部分はだんだん小さくなっていることに注
意しよう｡したがって,補助平面による切断面の上に収入曲面の一部が見えて
いるときは,利潤最大になっていないこともわかる｡
MATHEMATICAで作成した正しい画像では,利潤最大点は補助平面に接
する状態になっているので見ることはできないが,図64に,参考のために利潤
最大点の位置を示した｡
図55 利潤-0 図56 利潤-100 図57 利潤-200
22)画像では黒色の平面である｡
図58 利潤-220
100o
図61 利潤-242
図59 利潤-240 図60 利潤-241
図62 利潤-243 図63 利潤-244.2
図64 利潤-244.3
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4.利潤曲面と (利潤水準に対応する)補助平面を利用して,最大利潤を探す
この節では,MATHEMATICAで利潤曲面を直接描かせ,ある利潤水準に
対応する補助平面で利潤曲面を切断する｡さらに,この利潤水準を次々に変化
させたアニメーションを用いて,最大利潤をもたらす労働投入量と資本投入量
の組 (L,K)を求める｡
図65と図66に利潤曲面の一部分と利潤最大点の近傍を示した｡
図67より図71において,(利潤水準を示す透明な補助平面の)切断でできた
切り口が見えているときは,利潤最大になっていないことに注意しよう｡図72
0
図65 公正報酬率規制のないときの利潤曲面の一部
図66 公正報酬率規制のないときの利潤曲面 (利潤最大点の近傍)
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は利潤最大点が達成されていることを示している｡
同様に,図73より図77において,(利潤水準を示す青色の補助平面による)
切断面の上に利潤曲面の一部が見えているときは,利潤最大になっていないこ
とがわかる｡図78は利潤最大点が達成されていることを示している0
Eg]67利潤-228.207
図69 利潤-241.207
図68利潤-236.207
図70利潤-242.207
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理 ･:.,虚 .
図71利潤-243.207 図72 利潤-244.207 利潤最大点
(青丸印)が達成される
図73 利潤-156.707 図74 利潤-226.707
図75 利潤-236.707 図76 利潤-239.707
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1 L d
図77 利潤-239.207 図78 利潤-244.207 利潤最大点
(赤丸印)が達成されている
5.制約の効果 - アバーチ-ジョンソン･モデル
5.1 公正報酬率規制とは
AverchandJohnson[1962]は公正報酬率規制の下での利潤最大化を検討し,
規制を加えた場合のほうが規制のない場合に比べて,資本投入量が多くなるこ
とを明らかにした23)｡
公正報酬率規制とは,規制当局がある独占企業に対して,ある公正報酬率S
を設定し,次の条件をその企業が満たすよう求めているときをいう｡その条件
とは,収入から賃金支払いをした残額は,現存する資本額に公正報酬率Sを乗
じた値を超えてはいけない｡すなわち,
P(F(L,K))F(L,K)-wL≦sK
(50-Y)Y-200L≦0.2K
(一般の場合)
(数値例の場合) (1)
という規制である｡ここに,P(F(L,K))は逆需要関数24),F(L,K)は生産量,
23)AverchandJohnson[1962]の論証の不備を指摘したTakayama[1969]は,
Kuhn-Tucker-Lagrange条件を用いて,厳密な論証をしている｡なお,Zajac
[1970]は図形的にこの間題を検討している｡
24)ここでの数値例の場合はp-50-Yである｡ただし,pは価格,Yは生産量を示
す｡
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Lは労働投入量,Kは資本投入量,およびWは賃金率を示す｡
独占企業の目的は規制の下で利潤 7C,すなわち,
7T-P(F(L,K))F(L,K)-wL-rK,ただし,rはレンタル料である
(一般の場合)
7T-(50-Y)Y-200L-0.1K,ただし,Y-LO6KO･4である
(数値例の場合) (2)
を最大化することである｡
数値例について,Kuhn-Tucker-Lagrange条件を用いて上の問題を解こ
う25)0 Lagrange乗数を)とすると,労働投入量に関する条件より,
(A-1)[(50-2Y)aY/aL-200]-0 (3)
また,資本投入量に関する条件より,
[(50-2Y)∂Y/∂K-0.1]-)[(50-2Y)∂Y/∂K-0.2]≦0 (4)
)に関する条件より,
(50-Y)Y-200L≦0.2K
を得る｡
なお,生産関数より,
7-LO6KO･4
(4)より,)≠1だから,(3)より,
(50-2Y)∂Y/∂L-200
(6)より,∂Y/∂L-0.6(K/L)0･4
(5)
(6)
25)Takayama[1969]を参照せよ｡以下では厳密さを捨象し,必要な式の展開のみ
を述べる｡
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(8)を(7)に代入すると,Yを(K/L)であらわすことができる｡
Y-25-500/3(K/L)~0･4 (9)
(5)は等式で成立するので26),両辺をLで割り,移行すると,
(50-Y)(Y/L)一200-0.2(K/L)-0
(6)より,(Y/L)-(K/L)0･4となるので,(9)を伸 二代入し,整頓すると,
0.2(K/L)-25(K/L)0･4+100/3-0
LILl1
(川
(ll)より資本-労働比率K/Lが求まり,(9)に代入すると生産量Yが求まる｡
Y-L(K/L)0･4ぉよぴY-K(K/L)~0･6より,それぞれ労働投入量Lと資本投
入量 Kが決まる｡これらの値を逆需要関数,price-50-Y,および利潤の定
義式(2)に代入すると,価格 priceと利潤profitが求まる｡
MATHEMATICAを利用して,最初に(川を満たす,k=K/Lを求めよう｡
f【kJ :=0･2k -25k∧(2/5)+100/3
501=Solvelflk]:=0,k]
H kぅ2.11866)′(kぅ2841.83日
k=k/.sol
(2.11866,2841.83)
Y=25-(500/3) k^ (10.4)
(-98.4309′18.07521
(ll)を満たすkは2つあるが,そのうち小さい値は生産量Yを負にするので
除外する｡
したがって,
26)Takayama[1969]を参照せよ｡
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k=k日2日
2841.83
Y=Yll2]]
18.0752
L=Y/k^ 0.4
0.751006
Ⅹ=Y k^ 0.6
2134.23
price=50-Y
31.9248
profit=(50-Y)Y -(200工▲+0.1氏)
213.423
となる｡
5.2 アニメーションで公正報酬率規制の下での利潤最大化を求める
5.1の結果をMATHEMATICAで作成したアニメーション画像で確認し
よう｡
図79より図82において,公正報酬率規制は斜めの ｢赤紫のグラデーション｣
平面で示され,利潤曲面は黄緑色,利潤水準を示す補助平面は濃い青色で示さ
o L
図79 利潤-117.423
i
図80 利潤-197.423
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3000 買
図81利潤-209.423 図82利潤-213.423(公正報酬率規
制のあるときの最大利潤)
れている｡利潤水準が増加するにつれて,黄色の丸印 (○)で示される最大利
潤点27)だけが残っていくことが読み取れる｡
図83より図85において,(利潤水準を示す透明な補助平面の)切断でできた
切り口の中側を (公正報酬率規制を示す)制約平面が通っているので,利潤最
大になっていないことがわかる｡図86に示したように,利潤最大点では (公正
報酬率規制を示す)制約平面が利潤曲面を切る縁のところを(利潤水準を示す)
透明な補助平面が切断している｡わかりやすくするために,利潤最大点を示す
(黄色の)丸印 (○)を示してある｡
図83 利潤-208.423 図84利潤-209.423
27)公正報酬率規制を示す斜めの ｢赤紫のグラデーション｣平面と利潤曲面を示す黄
緑色の曲面の,境界部分である｡
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図85利潤-211.423 図86利潤-213.423(公正報酬率規
制のあるときの最大利潤)
5.3 公正報酬率規制のもとで利潤最大化をもたらす資本投入量を求める
資本投入量の水準を示す,L-K平面に垂直な補助平面で利潤曲面を切断す
る｡この補助平面を移動することで,利潤最大点を含む補助平面を見つける｡
図87から図92まではこのプロセスを表示したもので,公正報酬率規制の下で利
潤最大化をもたらす資本投入量を見つけることができる｡
公正報酬率規制のあるときの利潤最大点をもたらす資本量を表示している図
92は図91を左奥より見たものである｡
0 rl
図87 資本投入量-1334.23 図89 資本投入量-1894.23
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図88 資本投入量-1734.2 区190 資本投入量-1974.23
図91資本投入量-2134.23(公正報 図92 資本投入量-2134.23(公正報
酬率規制のあるときの利潤最大点 酬率規制のあるときの利潤最大点
をもたらす資本投入量) をもたらす資本投入量)
5.4 公正報酬率規制のもとで利潤最大化をもたらす労働投入量を求める
労働投入量の水準を示す,L-K平面に垂直な補助平面で利潤曲面を切断す
る｡この補助平面を移動することで,利潤最大点を含む補助平面を見つける｡
図93から図96まではこのプロセスを表示したもので,公正報酬率規制の下で利
潤最大化をもたらす労働投入量を見つけることができる｡
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図93 労働投入量-1,95101 図94 労働投入量-1.40101
図95 労働投入量-0.901005 図96 労働投入量-0.751005(公正報
酬率規制のあるときの利潤最大点
をもたらす労働投入量)
5.5 公正報酬率規制のない場合と公正報酬率規制のある場合の均衡値を比較
公正報酬率規制のない場合と公正報酬率規制のある場合の均衡値28)を比較
するために,第2節から第5節までの結果を表2のようにまとめた｡
AverchandJohnson[1962]が主張するように,公正報酬率規制のある場
合は規制のない場合に比べて,資本投入量が大きくなっている｡また,生産量
も規制のあるほうが規制のない場合に比して増加している｡
図97および図98を注意深く見ると,労働投入量は規制のある場合のほうが規
制のない場合よりも少ない｡資本投入量は明らかに,規制のある場合のほうが
28)公正報酬率規制のない場合と公正報酬率規制のある場合において,利潤最大をも
たらす,労働投入量,資本投入量,生産量,価格および利潤の組をそれぞれの均
衡値とする｡資本一労働比率は参考のために掲示した｡
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表2 公正報酬率規制のない場合と公正報酬率規制のある場合の均衡値の比較
規制のない場合 大小関係 規制のある場合
資本-労働比率 (K/L) 1333.333 < 2841.820
労働投入量 (L) 0.879 > 0.751
資本投入量 (K) 1171.769 < 2134.224
生産量 (Y) 15.627 < 18.075
価格 (-50-生産量) 34.373 > 31.925
規制のない場合よりも多くなっている｡また,図97において,利潤水準を示す
平面の上に,ゴルフ場のグリーンのような形が見えていることから,利潤は規
制のある場合のほうが規制のない場合よりも少なくなっている｡さらに,図98
において,規制のある場合の均衡点は黒丸印 (●)で示され,規制のない場合
の均衡点は白丸印 (○)で示されている｡したがって,等生産量曲線の位置か
らわかるように,生産量は規制のある場合のほうが規制のない場合よりも多く
なっている｡需要曲線は右下がりであることを考慮すると,価格は規制のある
場合のほうが規制のない場合よりも低 くなっている｡原点と均衡点を結ぶ直線
の傾きは資本一労働比率を示すので,資本一労働比率 (K/L)は規制のある場
合のほうが規制のない場合よりも大きくなっている｡
30OO x
図97 規制のない場合とある場合の均衡点の比較
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図98規制のない場合とある場合の投入量の組み合わせ,および生産量の比較
結 語
この小論では,生産理論のいくつかの話題をMATHEMATICAの数式処理
とアニメーション画像で示すことを試みてみた｡
CES生産関数の3次元空間におけるグラフ表現は初めての試みである｡特
に,代替の弾力性に関するパラメータpと分配にかかわるパラメータαの値
の変化とともに,その形状が移り行く様を (部分的であるが)アニメーション
で示した｡数式展開では明らかだった内容も,アニメーション画像で確認する
ことで理解度を増すことができる｡
なお,グラフだけでは微妙な数値の違いを読み取ることは一般には難しいo
均衡の比較,すなわち,比較静学の場合は,MATHEMATICAによる数式処
理が大いに活躍する｡
また,カラーで作成した画像を白黒印刷するとき,カラー作成時に予想した｢白
黒コントラスト｣の画像が意外と鮮明な印刷とならない場合が多い｡この点は,
インターネット上にアニメーション画像を提供することで補完したいと思う｡
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